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3.1 Entropie
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Sei X eine Zufallsvariable mit der rechts gegebenen Verteilung. X
Skizzieren Sie H(X) als Funktion von e. Bestimmen Sie insbe- 1|1
2
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sondere das Maximum von H(X). YVia+e
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3.2 Forderungen an ein Unsicherheitsmass

In dieser Aufgabe werden wir ein Unsicherheitsmass definieren und zeigen, dass es den Forde-
rungen (2)-(6) aus dem Skript geniigt. Es scheint klar, dass die maximale Wahrscheinlichkeit
max, Px(x) einer Verteilung Px etwas dariiber aussagt, wie zufillig die Variable X ist. Diese
Beobachtung motiviert folgende Definition eines Unsicherheitsmasses, welches Min-Entropie
genannt wird:

Hioo(X) 1= — logy(max Py ().

a) Vergewissern Sie sich, dass zusétzliche Ereignisse mit Wahrscheinlichkeit 0 keinen Ein-
fluss auf die definierte Grosse haben.

b) Zeigen Sie, dass eine Zufallsvariable X, die uniform auf L Elementen verteilt ist, eine
kleinere Min-Entropie hat, als eine Variable Y, die uniform auf L + 1 Elementen verteilt
ist. Benutzen Sie dabei die Tatsache, dass die Funktion —log,(-) monoton f&llt.

c) Beweisen Sie, dass Hoo(X) = 1 falls X das Resultat eines fairen Miinzwurfes darstellt
und dass Hoo(Y) < 1 fiir einen unfairen Minzwurf Y. Uberlegen Sie, wie man dieses
Resultat verallgemeinern koénnte.

d) Seien X und Y zwei unabhiingige Zufallsvariablen. Beweisen Sie, dass
Hoo(XY) = HOO(X) + HOO(Y)

Tip: Sie miissen die Identitét max, ,y Px (z)Py (y) = (max, Px (r))(max, Py (y)) sowie
die Unabhéngigkeit von X und Y verwenden.

Die Min-Entropie erfiillt ebenfalls die Forderungen (1) und (7). Die Aussage im Skript, dass
die Entropie die einzige Funktion sei, die diese Forderungen erfiillt, ist somit falsch.



3.3 Zufallsvariablen und Entropie

Seien X und Y zwei unabhéngige, faire Miinzwiirfe, wobei “Kopf” als “0” und “Zahl” als “1”
codiert sind.
Weiter seien die Zufallsvariablen A, B, C' und D gegeben durch

A = X -Y+X (als ganze Zahlen)
= XY

= (X+Y)mod2

= BC
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a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen P4, P, Pc und Pp.

b) Berechnen Sie die gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilungen Pxy und Pac.
c) Berechnen Sie die bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen Ppic=1 und Ppja4s.
d) Sind die Variablen A und C statistisch unabhéngig? Wie steht es mit X und C?
e) Berechnen Sie H(A), H(C), H(AC).

f) Was fiir eine Beziehung besteht zwischen den Werten H(XY'), H(B) und H(D)?

3.4 Entropiediagramm

Gegeben seien die drei unabhéingigen Zufallsvariablen X,Y und Z. Sei U := XZ und
V := Y Z. Zeichnen Sie ein Entropiediagramm, in welchem H(X), H(Y),H(Z), H(U) und
H(V) als Flidchen dargestellt werden, und welches die Beziehung zwischen diesen Entropien
verdeutlicht.



