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Informationstheorie

Losung 11

11.1 Lineare Codes

a) ¢, ¢ und c3 sind linear unabhéngig. Sie bilden deshalb gerade eine Basis des Unter-

raums von C:
4 0 1
G=1[(4 1 2
4 0 3

b) Der einfachste Vektor, welcher diese Bedingung erfiillt, ist h; = 0000010.
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) Fir jedes ¢ € C gibt es Zahlen x,y,z € GF(5), so dass gilt: ¢ = xc¢; + yca + zcs.
Ausserdem lasst sich einfach nachpriifen, dass (u +v) - w! = u-w’ +v-w! und
(xu) - wl = x(u - wT) gilt. Daraus folgt sofort, dass

¢ h; =xc;-hi +yey-hi +zc3-h{ =0.

d) Weitere Vektoren sind: h, = 1101100, hs = 0312400, und hy = 0201301. Wenn
Q- h]-T = 0 und ¢; - h] = 0, dann gilt auch ¢; - (xh; + yhi)T = 0. Das heisst, die
Menge dieser Vektoren ist ein linearer Unterraum, aufgespannt von den Vektoren
hy,... hy Es gibt 5% solche Vektoren.

e) Die Vektoren hy, ... hy konnen gleich fiir eine Parity-Check-Matrix verwendet wer-
den:
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f) Die Minimaldistanz ist 3, denn es gibt 3 Spaltenvektoren in H, welche linear abhingig
sind: Die 4. und die 5. Spalte zusammenaddiert ergeben 2 mal die 2. Spalte. Es gibt
jedoch keine 2 Vektoren, welche linear abhingig sind.

11.2 Syndromdecoder
a) Eine systematische Generatormatrix fiir den Code ist

100001100

01 00O01QO01

001001001
000100110
000010011



Als Parity-Check-Matrix ergibt sich dann

111001000
100100100
010110010
001010001
b) Der erzeugte Code hat Minimaldistanz 3.
¢) Die Tabelle besitzt 2* = 16 Eintrige.
Syndrom Fehlermuster
0 0 0O 0 000 O0OOTU 0O
0 0 01 0 000 O0O0OO0OT 01
0 010 0000 O0O0OO0OT1TFO
0 011 000 01 O0O0O0O0
0100 000 0O0O0OT1TO0FO
01 0 1 000 0 O0O0OT1TO0T1
0110 0 001 0O0O0TUO0TO
01 1 1 0001 0 O0O0O0T1

Die Eintrdge in der rechten Spalte sind nicht eindeutig bestimmt. In der letzten Zei-
le (fiir das Syndrom 0111) wdre beispielsweise auch das Fehlermuster 000010100
moglich.

11.3 Dwuale Hamming-Codes

Die Spalten der Parity-Check-Matrix eines Hamming-Codes mit Parameter r sind alle
(bindren) Vektoren der Lange r ausser dem Nullvektor. Dasselbe gilt fur die Generator-
matrix G des dualen Hamming-Codes.

Betrachte die r — 1 letzten Zeilen in G. In den Spalten dieser r — 1 Zeilen kommt jeder » — 1
lange Bitstring genau zwei mal vor, ndimlich einmal mit einer Null in der weggelassenen
ersten Zeile und einmal mit einer eins dort. Einzige Ausnahme ist der String aus r — 1
Nullen, welcher nur einmal vorkommt. Die Summe dieser r — 1 Zeilen ist ein Codewort
der Lange 2" — 1 mit 2" /2 Einsen und 2" /2 — 1 Nullen.

Betrachten wir eine beliebige Menge von k = 1,...,vr = Zeilen in G: Da G aus al-
len moglichen Spalten ausser dem Nullvektor besteht, kommt in den durch die Zeilen
ausgewdhlten Teilen der Spalten jedes Bitmuster (ausser dem Nullvektor) gleich oft vor,
namlich je 2'~F Mal. Deshalb sind auch im Summenvektor der k Zeilen Einsen und Nullen
(bis auf eine fehlende Null) gleich haufig. Da jedes Codewort die Summe einer Menge von
Zeilen in G ist, hat jedes Codewort Gewicht 2r-1,



