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1.1
a)

b)

Informationstheorie

Losung 1

Zufallsexperimente und Zufallsvariablen

Der Wiirfelwurf ist beschrieben durch

e die Menge € = {1,2,3,4,5,6} der Elementarereignisse; hierbei tritt das Ereignis
e € {l,...,6} ein, falls der Wiirfelwurf die Augenzahl e ergibt.

e das Wahrscheinlichkeitsmass P, welches bei einem fairen Wiirfel
i 1
P:£—R ,P(e)zé

ist.

Definitionsgemass ist ein Ereignis eine Teilmenge der Menge £ der Elementarereignisse.
Es gibt also 2/€! = 26 = 64 verschiedene Ereignisse.
E(X)=(1+24+3+4+5+6)-t=1.

25 .9, 1, 1,9, 25\ 1_ 35
Var(X):(T+Z+Z+Z+Z+Z)'E:ﬁ‘

Der Wurf zweier Wiirfel ist beschrieben durch

o die Menge £ = {(z1,%2) : x1,22 € {1,...,6}} der Elementarereignisse; hierbei
tritt das Ereignis (z1,22) € {1,...,6} x {1,...,6} ein, falls Wiirfel i die Augen-
zahl x; zeigt (i € {1,2}).

e das Wahrscheinlichkeitsmass P, welches bei zwei fairen Wiirfeln

1
P:& R, P((x1,22)) = 36

ist.

Es gibt 2/€l = 236 verschiedene Ereignisse.

Der Erwartungswert und die Varianz sind nur fiir reellwertige Zufallsvariablen defi-
niert. Fiir X; und Xy ergeben sich die gleichen Erwartungswerte und Varianzen wie
fiir X zuvor:

E(X1) = E(X) = BE(X) =3
Var(X;) = Var(Xs) = Var(X) = 2.



d) Es sind nur die Werte mit Wahrscheinlichkeit ungleich Null angegeben.

s |23 |4a]5]|6|7]8|9]10]11]12]
Ps(s) | 56 | 36 | 36 | 36 [ 36 [ 36 [ 36 [ 56 [ 56 | 56 | 56 |

| 6 | 8|9 ]10|12]15|16] 18|20 ] 2425|3036 |
‘%‘36‘%‘%‘36‘36‘36‘36

Psx,|x, und Py, |sx, lassen sich einfach beschreiben:

falls s = 1 + x9

=

Psx,|x, (8,71, 72) = {O const

1 falls s = x1 + 29

Px,|5x, (71,8, 12) = {0 sonst

e) Die Wahrscheinlichkeit betrigt P(S > 4) = ZeGS:S(e)>4 P(e) = 30 5,
f) BX)=1-L+2- L+3-L+4-L+5 L+6.1=2=1

_ 49 1 25 1 9 1 1. 1 1.1 9 1 124 31
Va(X)=F p+3 ot nti otist13=% — 0@
g) E(Yl) =1-%5+4-5+9-5+16- 5 +25-3+36- 5 =30 =137 =223,
— 1\2 12 1)2 1\2 _ 36 _ 1
(Ya):= (1) + () + (1) + (@) + () +(3) = =1

(YES):Z;U 1PX()PX() 221126.

1.2 Fensterliadenkommunikation

a) 4 Zusténde kénnen mit 2 Zeichen binér dargestellt werden. Das erste Zeichen wird von
12 Uhr bis 13 Uhr angezeigt, das zweite von 13 Uhr bis 14 Uhr. Die konkrete Zuordnung
kann beliebig gewdhlt werden. Hier ist eine Moglichkeit, wobei O “getffnet” und G
“geschlossen” bedeutet.

Léden ‘ Bedeutung

“00” | 18:00
“OG” | 20:15
“GO” | 20:45
“GG” | 21:00

Die Ubertragung dauert immer 2 Stunden.

Wiire es moglich, fiir 18:00 nur “O” zu wihlen? Die Ubermittlung wire kiirzer, aber
immer noch eindeutig. Das Problem bei dieser Losung ist, dass Beat bei einem “O”
ja gar noch nicht weiss, ob die Ubermittlung bereits zu Ende ist oder nicht. Beat
wird also trotzdem auf die zweite Ubertragung warten miissen. Und Annemarie wird
die Laden getffnet lassen miissen, da Beat sonst meinen koénnte, es wiare “OG” iiber-
mittelt worden. Das Verfahren muss also so gewéhlt werden, dass Beat am Ende der
iibertragenen Zeit auch weiss, dass die Ubertragung nun zu Ende ist.

b) Da 20:15 nun sehr hiufig auftritt, mochten wir, dass es weniger Zeit benétigt als
bei a). Es soll also mit nur einem Zeichen {ibermittelt werden kénnen. Wir wéhlen



b)

“O”. Da Beat wissen muss, dass das Zeichen nun fertig ist, miissen alle anderen mit
“G” beginnen. 21:00 wollen wir nun mit 2 Zeichen darstellen, und wéhlen “GO”. Die
restlichen beiden miissen nun mit “GG” beginnen. Wir haben keine andere Wahl, als
diese mit 3 Zeichen darzustellen. Wir erhalten:

Léden ‘ Bedeutung

“GGO” | 18:00
“O” 20:15
“GGG” | 20:45
“GO” 21:00

Die mittlere Ubermittlungszeit ist nun
0.5-1h+0.25-2h +0.125 - 3h 4+ 0.125 - 3h = 1.75h,

also kleiner als bei a).

Der Grund ist, dass die Verteilung in b) weniger zufiillig ist. Wihrend Beat bei a)
nichts weiss, hat bei b) doch schon eine gewisse Vorahnung, wann sie gehen werden.
Dadurch braucht Annemarie ihm weniger Information zu {ibermitteln.

Da Beat bereits weiss, welches Kino nicht in Frage kommt, weil sie bereits letzte Woche
dort waren, braucht Annemarie nur noch ein Bit zu iibertragen, ndmlich welches der
beiden iibrigen Kinos sie nun gewahlt hat. Sie iibermittelt also z. B. in der ersten
Stunde den Ort, und danach die Zeit.

Da Beat alles weiss, braucht Annemarie ihm nichts mehr mitzuteilen! Die Ubertra-
gungszeit ist also Oh.

Schlechtwetterkommunikation

Die Wahrscheinlichkeit, dass 2 Fehler auftreten, ist ¢2. Die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Fehler an der ersten Stelle auftritt, ist €(1 — ). Und ebenso gross fiir die zweite
Stelle. Fiir zwei Ubertragungen ergibt dies also eine Fehlerwahrscheinlichkeit von

2421 —-e)=¢(2-¢)=0.1(2-0.1)=0.19
Fiir 3 Ubertragungen ergibt sich analog

e3 +3e2(1 — ¢) 4+ 3¢(1 — €)2 = 0.001 + 0.027 + 0.243 = 0.271

2 Ubertragungen: Wir wihlen folgendes Vorgehen: Annemarie sendet alles doppelt.
Wenn Beat zweimal das gleiche sieht, entscheidet er sich fiir diesen Wert. Sonst wihlt er
zufillig einen Wert. Er wihlt also bei allen doppelten und bei der Hélfte der einfachen
Fehlern falsch. Das ergibt total einen Fehler von

1
52+§25(1—5):52+5(1—€):5

Die Fehlerrate wurde also nicht verbessert! Es gibt kein Verfahren, welches die Feh-
lerwahrscheinlichkeit mit nur 2 Ubertragungen verbessert.



d)

3 Ubertragungen: Wir wihlen folgendes Vorgehen: Annemarie sendet alles dreifach.
Beat wihlt denjenigen Wert, den er 6fters sieht. Er macht immer dann einen Fehler,
wenn 2 oder 3 Fehler auftreten. Die Fehlerwahrscheinlichkeit ist also

€3 4+3e2(1 —e) = 2(3 — 2¢)

Dies ergibt folgende Kurve, wobei die X-Achse ¢, und die Y-Achse die resultierende
Fehlerwahrscheinlichkeit ist.

1

Wenn wir € = 0.1 einsetzen, bekommen wir

0.01(3 —2-0.1) = 0.028.

Wenn wir € = 0.5 einsetzen, bekommen wir 0.25(3 — 1) = 0.5. Das heisst, der Fehler
konnte nicht verbessert werden. Auch mit jedem anderen Verfahren ist dies nicht
moglich. Der Grund hierfiir ist, dass der Output immer gleichverteilt ist und tiberhaupt
nicht vom Input abhingt, es findet also iiberhaupt keine Kommunikation statt! Beat
konnte genauso gut jedes mal eine Miinze werfen.

Die Fehlerwahrscheinlichkeit kann verbessert werden, indem jedes Bit mit dem Ver-
fahren von b) geschickt wird. Die Ubertragung jedes der beiden Bits hat eine Fehler-
wahrscheinlichkeit von &’ = 0.028. Eingesetzt in die Formel von a) ergibt dies

0.028(2 — 0.028) ~ 0.055.
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