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Informationstheorie
Losung 10

10.1 Blockcode auf binar-symmetrischem Ausléschungskanal

a) Der Kanal zwischen Alice und Bob kann folgendermassen dargestellt werden (wir be-
zeichnen ihn als bindr-symmetrischen Ausléschungskanal):

b) Der Kanal ist symmetrisch und deshalb ist H(Y|X = x) fur alle x gleich. Es muss also
nur H(Y) maximiert werden. Folgende Uberlegungen zeigen, dass H(Y) maximal ist,
wenn die Werte am Kanalinput gleichverteilt sind (X gleichverteilt). Wir fuhren eine

Zufallsvariable S ein:
s_ 0 fallsY=A
1 1 fallsY #A.

Dann ist
H(Y) = H(YS) = H(Y|S) + H(S) = Ps(0)H(Y|S = 0) + Ps(1)H(Y|S = 1) + H(S)

Die erste Gleichung gilt, weil S durch Y vollstdndig definiert ist. Da H(Y|S = 0) = 0
erhalten wir

H(Y) =Ps(1))H(Y|[S=1)+ H(S) = (1 -6)H(Y|S=1) + H(S)

(1—0) und H(S) hdngen nicht von der Verteilung von X ab. H(Y) ist also maximal, falls
H(Y|S = 1) maximal. Dies wird erreicht, wennY = L und Y = R gleichwahrscheinlich
sind. Dies wiederum ist dann der Fall, wenn Px (L) = 3 und Px(R) = 3.

Deshalb ist:

C—H( (1—5),5,%(1—5)]) CH([e,6,1—¢— 8]).

N[ =



¢) Die Kapazitat des Kanals ist C = 0.15098 und die Rate %; somit ist die Rate kleiner als
die Kapazitat. Angenommen, Bob muss auf N Fragen jeweils eine von vier moglichen
Antworten bestimmen. Gemass dem Kanalcodierungstheorem 2.Teil kann Alice einen
Code mit Codewortlange 15N fur die N Antworten finden, so dass die Decodierfehler-
Wahrscheinlichkeit fur Bob beliebig klein gemacht werden kann, falls N nur gentigend
gross gewahlt wird.

d) Die einfache ML-Decodierregel ist:

1.
2.

10.2
a)
b)

d)

10.3

ignoriere die A’s
dekodiere zu demjenigen Wort mit minimaler Hammingdistanz

Decodierung
Die Rate ist /4.

Angenommen, 0 werde gesendet. Ein Ubertragungsfehler kann nur passieren, falls
sowohl a als auch d auf b oder ¢ verfalscht werden. Dies geschieht mit Wahrschein-
lichkeit (0.2 + 0.2)2 = 0.16. Dann koénnte sowohl 0 als auch 1 gesendet worden sein,
der Decoder muss raten und irrt mit WSK 0.08. Falls eine 1 gesendet wird, ist die
Situation analog. Die Fehlerwahrscheinlchkeit ist 0.08.

Da py < Y, wird der Decoder, falls er raten muss, immer auf 1 tippen. Ein Fehler
geschieht also genau dann, wenn eine 0 gesendet wird und diese wie in b) verfalscht
wird. Dies geschieht mit Wahrscheinlichkeit pg - 0.16. Nun soll diese WSK kleiner-

gleich ¢ sein, also muss pg < 55

Falls die Input-Symbole gleichverteilt sind, sind die ME- und die ML-Decodierung
identisch. (Naturlich ist die Gleichverteilung nur ein hinreichendes, aber nicht ein
notwendiges Kriterium.)

Kapazitat
Ist Px mit Px(0) = p und Px(1) = 1 — p die Inputverteilung des Z-Kanals,
dann ist die entsprechende Outputverteilung Py gegeben durch Py(0) = g und
Py(1) =1-15.
Weiter ist
Y _ — _(Pog? _Pp AR
1(X:Y) = H(Y) — H(Y|X) = (2I092+(1 2)log (1 2)) p
und
d . L 1 1 p 1 1 P
ap' XY = <2 373'%93 732109 (1 3) +1>

(on (1 £) - on?) -



X K> Y2

Abbildung 1: Zwei Kandle in Parallelschaltung (Aufgabe 4).

Dieser Ausdruck ist null far p = #s.
Die Kanalkapazitét ist also C = ¥5log5 + #5log ¥4 — /5 ~ 0.322.

b) Bei beiden Kanélen ist H(Y|X = x) = h(e) fur alle Inputsymbole x. Bei Kanal i) wird
Gleichverteilung im Output durch Gleichverteilung im Input erreicht. Bei Kanal ii)
wird Gleichverteilung im Output durch Gleichverteilung im Input tUber {1,...,5}
und Px (') = 0 erreicht. Beide Kanale haben Kapazitat log5 — h(e).

c) Betrachte folgenden Kanal, fur den alle mit Pfeilen bezeichneten Ubergangswahr-
scheinlichkeiten 1/, sind:

Dieser Kanal hat Kapazitat 1, da er dquivalent zu einem binéren fehlerfreien Kanal
ist.

Eine andere Losung ist der folgende Kanal, fir den alle mit Pfeilen bezeichneten
Ubergangswahrscheinlichkeiten 1 sind:

10.4 Parallelschaltung

Die zwei Kandle sind in Abbildung 1 illustriert. Man beachte, dass dies nicht dasselbe ist
wie ein Kanal mit | X} | + | X,| Input- und | V4| + |)2| Outputsymbolen.



a) Man kann sich leicht Gberlegen, dass X; — X, — Y, eine Markovkette ist. Daher ist
1(X1;Y2|X2) = 0und somit 1(X1Xz;Y2) = 1(X2; Y2). Analog gilt

Xo = X1 —Y; = |(X2;Y1|X1) =0 = |(X1X2;Y1) = |(X1;Y1)
Y — X1 X = Yy = |(Y1;Y2|X1X2) =0

und somit

|(X1X2;Y1Y2) = |(X1X2;Y1) -+ |(X1X2;Y2) — R(X1X2;Y1;Y2)
= 1(X1X2; Y1) + 1(X1X2; Y2) — 1(Y1; Y2) + 1(Y1; Y2| X1 X2)
= 1(X1; Y1) + 1(X2; Y2) — 1(Y1;Y2)

b) Mit a) folgt

C = max (X1 X2; Y1Y2)

Px;%,
= max 1(X1; Y1) + 1(X2;Y2) — 1(Y1;Y2)
Px;%,
< max | (Xg; Y1) + 1(X2; Yz)
Pxy%,
< max 1(X1; Y1) + max [ (Xz; Y2)
Px, %, X1 %o

¢) Andererseits folgt mit a) auch

C = max 1(Xy1; Y1) + 1(Xz;Y2) — 1(Y1;Y2)

Py %,

> max |(X1;Y1) + |(X2;Y2) — |(Y1;Y2)
Py, Pxy

= max |(Xy; Y1) + max 1(Xy; Y2)
Py, Px,

=C;1+0C,.

Dabei haben wir ausgenutzt, dass das Maximum nur Kkleiner werden kann, wenn
wir anstatt Gber alle Verteilungen Px, x, nur tber diejenigen Verteilungen maximie-
ren, bei denen X; und X, unabhangig sind. In diesem Fall ist sind auch Y; und Y;
unabhangig und somit 1(Yy,Y,) = 0.

Somit haben wir gezeigt, dass sich bei Parallelschaltung von Kandlen die Kapazitat
summiert.




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


